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ЗУБЧАТАЯ ПЕРЕДАЧА С ТОЧЕЧНЫМ КОНТАКТОМ ЗУБЬЕВ 
 
Уперше з урахуванням нелінійної залежності між деформаціями і напруженнями вирішено кон-
тактне завдання стосовно нової конструкції зубчастої передачі з просторовою точковою систе-
мою зачеплення евольвентних зубів. Отримано вирази для визначення розмірів еліптичного май-
данчика контакту і максимальних контактів напруження. Показана висока здатність навантажен-
ня цієї зубчастої передачі по контактному напруженню. 
 
For the first time the contact problem is got around in the context of the new design of gearing with the 
three-dimensional point system of the evolvent teeth gearing taking into account the nonlinear relation-
ship between the distortions and stresses. The formulas of the elliptical contact patch dimensioning and 
maximum contacts of stresses are established. The high load capability of this gearing with respect to 
the contact stresses is shown. 
 
Постановка проблемы. Повышение нагрузочной способности по кон-
тактным и изгибным напряжениям, снижение весогабаритных показателей и 
улучшение виброакустики зубчатых передач являются актуальной пробле-
мой, успешное решение которой предопределяет развитие редукторострое-
ния.  Указанные требования особенно актуальны при создании зубчатых пе-
редач с окружными скоростями до 175…225м/с и передаваемыми мощностя-
ми от 60МВт до 110МВт. Для решения данной проблемы необходимо, как 
показали выполненные теоретические и экспериментальные исследования, 
осуществить качественный переход от традиционных зубчатых передач с на-
чальным линейным контактом зубьев к зубчатым передачам с пространст-
венной точечной системой зацепления зубьев. 
 
Анализ последних исследований. Расчетные напряжения с использова-
нием решений Герца [6] в гиперболоидных передачах, конических передачах 
со спиральными зубьями и в передачах Новикова, характеризуемых точеч-
ным контактом, достигают величин, которые в несколько раз превышают ре-
альные величины контактных напряжений в указанных передачах. По этой 
причине указанные напряжения в упомянутых зубчатых передачах опреде-
ляются по общеизвестной формуле Герца для случая линейного контакта 
зубьев, что абсолютно не соответствует истине. 
С учетом вышеуказанного разработана новая теория контактной прочно-
сти упруго сжатых тел [2], которая в отличие от теории Герца, позволяет оп-
ределять действительные напряжения в зубчатых передачах с пространствен-
ной точечной системой зацепления зубьев. Кроме того, решения новой тео-
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рии контактной прочности распространяются на все виды зубчатых передач, 
характеризуемых всевозможными формами зубьев. 
 
Целью работы является решение пространственной задачи примени-
тельно к модели контакта двух упруго сжатых круговых цилиндров с пере-
крещивающимися осями. Указанная расчетная модель контакта относится к 
новой зубчатой передаче [3-5] с пространственной точечной системой зацеп-
ления зубьев, у которой прямолинейные образующие боковых поверхностей 
зубьев шестерни повернуты под углом 0°<θ≤2° относительно прямолинейных 
образующих боковых поверхностей зубьев колеса. 
 
Изложение основного материала. Решение задачи предусматривает 
нахождение напряжений на поверхностях однородных и изотропных тел. При 
этом в зоне контакта создаются только упругие деформации, подчиняющиеся 
закону Гука. Кроме того, между деформациями и напряжениями имеет место 
нелинейная взаимосвязь.  
Зубчатое зацепление (рисунок 1) с повернутым на угол θ прямолиней-
ными образующими боковых поверхностей зубьев 1 шестерни 2 относитель-
но аналогичных образующих боковых поверхностей зубьев 3 колеса 4 позво-
ляет изготавливать зубья шестерни путем установки режущего инструмента 
на указанный угол относительно оси заготовки шестерни, что упрощает тех-
нологию изготовления зубьев. 
Если точечный контакт обес-
печивается путем замены прямоли-
нейных образующих боковых по-
верхностей зубьев колес криволи-
нейными образующими, то в этом 
случае для получения криволиней-
ных образующих необходимо ис-
пользовать очень дорогие высоко-
точные зубошлифовальные станки 
немецкого производства типа 
"Хоффлер" либо "Пфаутер-600", 
которые на Украине имеются лишь 
в двух городах. 
При решении любой про-
странственной задачи на основе 
новой теории контактной прочности упруго сжатых тел [2] следует исходить 
из определения двух равнозначных функций контактных деформаций W(x, y). 
Для нахождения первой функции W(x, y) обратимся к рисунку 2,а, на ко-
тором цилиндр 1, условно заменяющий зуб шестерни, повернут на угол θ от-
носительно зуба 2, который также условно заменяет зуб колеса. Сечения 3 и 4 
указанных цилиндров приведены на рисунке 2,б. При этом под радиусом  
 
Рисунок 1 – Зубчатое зацепление 
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подразумевается условный радиус повернутого на угол θ цилиндра 1. Так как 
величина угла θ мала, то практически можно считать, что радиус . 
В действительности сечение 3 кругового 
цилиндра представляет собой сечение эллип-
са с малой полуосью а=ρ1cosθ и большой по-
луосью c=ρ1, которые пренебрежимо мало 
отличаются друг от друга. 
При повороте цилиндра 1 относительно 
цилиндра 2 на угол θ точка a займет положе-
ние точки b (рисунок 2, а), тогда, учитывая 
малую величину угла θ, запишем  
 
                    (1) 
 
где y – текущая координата. 
Из рисунка 2,б с учетом выражения (1), 
полагая, что , найдем 
 
 
 
где  угол, заключенный между отрезка-
ми  и . 
Обозначим величину отрезка  
(рисунок 2,б), который является функцией 
переменной величины y, через , тогда 
на основании зависимостей (1) и (2) опреде-
лим 
 
.              (3) 
 
Разложив функцию в ряд и учитывая при этом малую вели-
чину , найдем выражение  
С учетом последней зависимости уравнение (3) примет вид 
 
                                                   
(4) 
 
где  – радиус первого эквивалентного цилиндра. 
Если цилиндр 2 повернуть на угол θ по часовой стрелке до совпадения 
его с положением цилиндра 1, а затем снова вернуть в исходное положение, 
 
Рисунок 2 – Схематическое изобра-
жение поворота цилиндров относи-
тельно друг друга (а) и их сечений (б)
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то в этом случае по аналогии с функцией (4) найдем выражение функции 
 
                                                   
(5) 
 
где  – радиус второго эквивалентного цилиндра. 
На основании выражений (4) и (5) получим единую функцию 
 
                                    
(6) 
 
где  – приведенный радиус кривизны эквивалентных 
цилиндров в плоскости . 
Уравнение (6) характеризует форму зазора в направлении оси  между 
эквивалентными цилиндрами. На основании сказанного и исходя из эллиптиче-
ского закона изменения деформаций в направлении оси , представим функ-
цию  с учетом  в следующем виде 
 
                           
(7) 
 
где  – приведенный радиус кривизны эвольвентных 
зубьев в полюсе зацепления;  радиусы кривизны эвольвентных зубь-
ев соответственно шестерни и колеса в полюсе зацепления;  большая 
полуось эллиптической площадки контакта. 
В направлении оси  функция  изменяется также по эллиптиче-
скому закону, и она имеет вид [2] 
 
                                           
(8) 
 
где  малая полуось эллиптической площадки контакта. 
От функций  и  к единой функции  в виде: 
 
.       (9) 
 
Уравнение (9) представляет собой функцию распределения контактных 
деформаций в пределах прямоугольника. В действительности контактные де-
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формации распределены в пределах эллиптической площадки контакта с по-
луосями  и , которая равна  Для интегрирования в дальнейшем 
функции  заменим эллиптическую площадку контакта  эквива-
лентной площадкой прямоугольника. Исходя из равенства  
найдем выражение параметра . 
В соответствии со сказанным функцию (9) представим следующим образом: 
 
.                            (10) 
 
При и функции (7) и (8) характеризуются одинаковыми 
значениями максимальных контактных напряжений, в связи с чем запишем 
равенство , исходя из которого, получим зависимость 
 
                                                     (11) 
 
Имея функцию (10), перейдем к определению второй равнозначной ей 
функции , исходя из подчинения сближаемых зубьев гипотезе Винк-
лера [2], в соответствии с которой запишем 
 
                                       (12) 
 
где  коэффициент подушки сопряжений пары зубьев;  
функция контактных напряжений. 
Коэффициент подушки  является переменной величиной. Для по-
лучения указанного коэффициента в виде константы необходимо заменить 
реальную эпюру распределения напряжений  по эллиптической пло-
щадке контакта эпюрой средних напряжений , распределенных по данной 
площадке контакта и с учетом выражения (11) равных 
 
                                          
(13) 
 
После замены в уравнении (12) переменной величины  констан-
той B оно примет вид 
                                            (14) 
 
Для использования функции (14) необходимо определить выражение ко-
эффициента подушки В. С этой целью запишем зависимость упругого пере-
мещения W зубьев в виде 
                                                  (15) 
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где  размерный параметр, мм/МПа; n – показатель степени нелинейно-
сти, принимаемый равным 0,7 [1, 2]. 
Далее запишем уравнения обобщенного закона Гука [1] применительно к 
сопряженной паре зубьев: 
 
                    
(16) 
 
где ;  – относительные деформации; аб-
солютные деформации; ,  условные линейные размеры. 
При равенстве  найдем зависимость , исходя 
из которой при  и  с учетом формулы (11) представим со-
отношения: 
 
 
После подстановки правой части зависимости  в уравнения 
и они примут вид: 
.                                           (17) 
 
На основе зависимости (15) при  и выражений (16), (17) получим 
два уравнения упругих перемещений сопряженной пары зубьев: 
 
 
                    
(18) 
 
Приняв в уравнениях (18) размер  и 
, где  получим зависимости размерных па-
раметров: 
                                
(19) 
                               
(20) 
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Далее, исходя из зависимости (13) и выражений (19) и (20), найдем урав-
нения контактной податливости зубьев шестерни и колеса: 
 
 
             
(21)
 
 
С учетом размера эллиптической площадки деформации, равной , 
и зависимостей (21) определим выражение коэффициента подушки 
 
         
(22) 
 
В соответствии с выражением (22) функция (14) примет окончательный вид 
 
      
(23) 
 
Затем, воспользовавшись выражениями функций (10) и (23), составим 
уравнение напряженно-деформированного состояния сопряженной пары 
зубьев, исходя из ,  и коэффициента , ко-
торое примет вид 
 
. 
 
Преобразуем последнее уравнение к виду: 
 
            
(24) 
 
Возведя левую и правую части уравнения (24) в степень, равную 10/21, 
получим зависимость малой полуоси эллипса 
 
        
(25) 
 
На основании зависимости (25) представим выражение большой полуоси 
эллиптической площадки деформации 
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(26) 
 
Воспользовавшись зависимостями, найдем уравнение 
 
 
 
исходя из которого получим выражение максимальных контактных напряжений 
 
                                         
(27) 
 
С учетом зависимости (25) выражение (27) примет вид 
 
.
    
(28) 
 
На практике при расчетах зубчатых передач имеет место  и 
, в связи с чем уравнения (25), (26) и (28) сведем к более 
упрощенному виду: 
                                         
(29) 
                                      
(30) 
                                 
(31) 
 
Угол , входящий в уравнения (25), (26) и (28)-(31), является неизвест-
ной величиной. Для определения оптимальной величины  примем в выра-
жении (30)  Затем, разделив левую и правую части полученной 
зависимости на , найдем трансцендентное уравнение 
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(32) 
 
Решение новой контактной задачи применительно к запатентованным 
зубчатым передачам [3-5] обусловлено тем, что указанные передачи можно 
изготавливать на станках отечественного производства. Получение точечного 
зацепления за счет криволинейных образующих боковых поверхностей зубь-
ев, аналогичного зацепления [3-5], возможно, как известно, при использова-
нии высокоточных зубошлифовальных станков немецкого производства, ко-
торые на Украине имеются лишь в двух городах. 
 
Выводы.  
1. Впервые установлено, что для обеспечения точечного контакта зубьев 
необходимо ввести в зацепление прямые зубья конической шестерни с углом 
начального делительного конуса  с прямыми зубьями колеса.  
2. Применительно к указанному случаю зацепления зубьев выполнено ре-
шение пространственной контактной задачи с учетом нелинейной зависимости 
между упругими деформациями зубьев и возникающих в них напряжениями.  
3. Получены выражения полуосей эллиптической площадки деформации 
зубьев и максимальных контактных напряжений в явном виде.  
4. Показано, что с учетом нелинейности между упругими перемещения-
ми зубьев и возникающими при этом напряжениями нагрузочная способность 
зацепления превышает таковую в 1,414 раза при отсутствии нелинейности.  
5. Подтверждена высокая нагрузочная способность рассматриваемой зуб-
чатой передачи по контактным напряжениям, которая в 1,8…2,6 раза превыша-
ет таковую традиционной зубчатой передачи с линейным контактом зубьев. 
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КОНСТРУКТИВНО-ТЕХНОЛОГІЧНІ ОСОБЛИВОСТІ 
ПРОЕКТУВАННЯ СИЛОВИХ ХВИЛЬОВИХ ПЕРЕДАЧ 
 
Метою статті є дослідження конструктивно-технологічних особливостей проектування та виго-
товлення силових хвильових зубчастих передач (СХЗП) з врахуванням пружних деформацій ла-
нок під навантаженням та похибок виготовлення та монтажу. 
 
The purpose of the article is research of constructive-technological features of projection and manufac-
ture of power wave gears (PWG) taking into account elastic strains of links under loading, manufacture 
and mounting errors. 
 
Проведені дослідження з вибору параметрів хвильової зубчастої переда-
чі [1-3] показують, що найбільш раціональним є вибір геометричних параме-
трів хвильового зачеплення з умови утворення зони багатопарного зачеплен-
ня з нерухомим контактом зубців у районі огинання гнучким колесом жорст-
кого колеса. Це можливо при рівності в зазначеній зоні кутових кроків зубців 
гнучкого і жорсткого коліс, що відповідає радіальній деформації гнучкого ко-
леса . Однак, при виборі розрахункової деформації  гнучкого колеса не-
обхідно додатково враховувати погрішності виготовлення ланок радіального 
ланцюга силової хвильової зубчастої передачі (СХЗП), а також пружну дефо-
рмацію ланок цієї передачі. Врахування зазначених факторів здійснюється 
умовно, за рахунок вибору певного виду сполучення зубців або додаткової 
деформації гнучкого колеса [1, 2]. Найбільш доцільною є розробка рекомен-
дацій з уточнення розрахункової деформації  з врахуванням конкретних 
конструктивних особливостей СХЗП. 
Для евольвентних профілів зубців СХЗП, які є найбільш технологічними, 
необхідна розрахункова радіальна деформація гнучкого колеса  по великій осі 
з умови одержання беззазорного зачеплення дорівнює міжосьовій відстані  не-
деформованих зубчастих коліс. Таким чином, значення  залежить від парамет-
рів зачеплення [1]: 
 =  = m · ,                                        (1) 
 
де m – модуль зачеплення;  – числа зубців жорсткого та гнучкого коліс; α 
– кут профілю вихідного контуру;  – кут зачеплення недеформованих коліс. 
У наш час найбільше поширення одержали СХЗП із різницею чисел зу-
